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УДК 517.925
А. Т. САЗОНОВА
РАЗРЕШИМЫЕ СЛУЧАИ ДЛЯ УПРОЩЕННЫХ СИСТЕМ В ЗАДАЧЕ 
 ДВИЖЕНИЯ ЧЕТЫРЕХ ЧАСТИЦ В ПЛОСКОСТИ
Рассмотрена система, описывающая движение четырех частиц в плоскости. С помощью элементарных алгебраических 
преобразований установлены упрощенные системы, состоящие из нелинейных дифференциальных уравнений, каждое из ко-
торых имеет второй порядок.
Найдены наборы констант межчастичного взаимодействия в двух случаях исследуемой задачи в плоскости, при которых 
общее решение можно записать в замкнутом (довольно простом) виде.
Получено 26 нелинейных автономных дифференциальных уравнений первого порядка относительно одной из компонент 
системы, общее решение которых является целым (т. е. эти обыкновенные дифференциальные уравнения обладают свойством 
Пенлеве), а также 46 нелинейных автономных дифференциальных уравнений первого порядка, общее решение которых со-
держит логарифм, а значит, данные уравнения не являются уравнениями типа Пенлеве. 
Установлены необходимые и достаточные условия наличия свойства Пенлеве у исследуемой системы, выделяющие 26 
случаев в задаче четырех частиц в плоскости, при которых возможно описание траекторий движения данных частиц.
Полученные результаты могут быть применены в аналитической теории дифференциальных уравнений, а также в иссле-
дованиях проблемы многих тел.
Ключевые слова: движение четырех тел; константа взаимодействия; свойство Пенлеве; упрощенная система.
In the main part consider a system describing the motion of the four bodies in the plane. By elementary algebraic manipulations 
installed simplified systems, consisting of non-linear differential equations, each of which has a second order.
Get a set of constants of the interparticle interaction in the two cases the problem under investigation in the plane, in which the 
general solution can be written in a closed (rather simple) form.
Obtained 26 nonlinear autonomous differential equations of first order with respect to one of the components of the system, 
the general solution of which is an integer, i. e. these ordinary differential equations possess the Painlevé property, as well as 46 
autonomous nonlinear first order differential equations, the general solution which contains a logarithm, and therefore, these equations 
are not the equations of Painlevé type.
Establish necessary and sufficient conditions for the existence of the Painlevé property in studied system, releasing 26 cases in the 
four-particle in the plane in which the description of the possible trajectories of the particles.
The results can be applied in the analytical theory differential equations, as well as in studies of many-body problem.
Key words: four-body’s motion; interaction constant; Painlevé property; the simplified system.
Математическая модель движения N тел в плоскости есть система, состоящая из N обыкновенных 
дифференциальных уравнений [1]
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Зависимые переменные ς ς τn n= ( )  являются комплексными. Константы взаимодействия anm априори 
произвольны, за исключением требования симметрии anm = amn.
Интерес к исследованию системы (1) вызвал следующий факт: при отождествлении комплексной 
ς-плоскости с физической плоскостью и при рассмотрении вещественной переменной τ (интерпрети-
руемой как «физическое время») движение N точек ςn определяется решением плоской задачи многих 
тел, описываемой ньютоновскими уравнениями движения с интересным свойством периодичности 
(а именно, среди таких решений задачи многих тел имеется много решений с полностью периодиче-
скими траекториями [2]).
Несмотря на кажущуюся простоту формул, аналитического решения данной задачи в общем виде 
для N > 3 пока не найдено.
В настоящей статье рассматривается плоская классическая ньютоновская задача о движении четы-
рех тел.
Из (1) видно, что центр масс [2] 
Z Z≡ ( ),τ
Z = + + +ς ς ς ς1 2 3 4
4
движется равномерно:
′′ = = + ′ = +Z Z Z Z Z V0 0 0 0, ( ) ( ) ( ) ( ) .τ τ τ
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Существует также интеграл движения [3]:
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Введем замену переменных:
u Z nn n= − =ς , , , , ,1 2 3 4
тогда выполняется условие u u u u1 2 3 4 0+ + + = .
Для удобства обозначений положим
u x u y u z u x y z1 2 3 4= = = = − − −, , , .
С помощью несложных алгебраических преобразований можно теперь записать уравнения движе-
ния (1) при N = 4 и интеграл движения K в новых переменных x, y, z:
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Рассмотрим дифференциальную систему шестого порядка
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которая является инвариантной при замене переменных ( , , , ) ( , , , )t x y z t x y z→ ε ε , ε → 0, ε − параметр, 
а значит, упрощенной для (2).
Переписывая второе уравнение системы (3) в виде
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и интегрируя, получаем
 y Ax z x z Va b e= + −− −2 2 2( ) ,  (4)
где А – постоянная интегрирования.
Рассмотрим теперь первое и третье уравнения системы (3):
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a –2 0 0 –2 –2 –1 0 0 –1 –3/2 –3/2 0 –3/2 –3/2 0 0 –1/2 –1/2 –1 0 0
b 0 –2 0 –1 0 –2 –2 –1 0 –3/2 0 –3/2 –1/2 0 –3/2 –1/2 –3/2 0 0 –1 0
e 0 0 –2 0 –1 0 –1 –2 –2 0 –3/2 –3/2 0 –1/2 –1/2 –3/2 0 –3/2 0 0 –1
Значения 
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Т а б л и ц а  1
–1 –1 0 –1/2 –1/2 0 –1/2 0 0 –1/2 0 –1/2 –1/2 –1 –1 –1 0 –3/2 0 0
–1/2 0 –1 –1 0 –1/2 0 –1/2 0 –1/2 –1/2 0 –1/2 –1 –1 0 –1 0 –3/2 0
0 –1/2 –1/2 0 –1 –1 0 0 –1/2 0 –1/2 –1/2 –1/2 –1 0 –1 –1 0 0 –3/2
констант a, b, e
Система (5) является упрощенной для системы двух дифференциальных уравнений, описывающих 
движение трех тел в плоскости. Исследованиям систем такого типа посвящены работы [2], [3], в кото-
рых получены необходимые условия для существования мероморфных решений у исследуемой систе-
мы. Приведем их в виде следующей леммы. 
Лемма. Для того чтобы все решения (1) являлись мероморфными функциями от t, необходимо, 
чтобы все показатели Γ, , , ,γ βn n n =1 6, определяемые через константы a, b, c, d, e, f с помощью соот-
ношений 
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принимали целочисленные или бесконечные значения.
В работе [2] в соответствии с вышеприведенной леммой выделено 11 наборов значений констант 
взаимодействия, при которых соответствующие им системы обладают свойством Пенлеве. Интересно 
рассмотреть значения констант взаимодействия c d f= = − =
1
2
0, ,  которые не были исследованы в [2].
Пусть c d f= = − =1
2
0, ,  тогда система (5) имеет вид
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с первым интегралом 
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Непосредственной подстановкой соотношений в (6) убеждаемся, что данная система имеет общее ре-
шение вида
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где t = τ – τ0, τ0, K, L1, L3 – произвольные постоянные; величины M1, M2, M3 определены соотношениями
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Из леммы и равенств (7) следует, что для наличия у системы (3) при c d f= = − =1
2
0, ,  свойства 
Пенлеве необходимо, чтобы a, b, e принимали одно из значений, приведенных в табл. 1.
Рассмотрим теперь второе уравнение системы (3), которое, как ранее было показано, может быть 
записано в виде (4).
В соответствии с табл. 1 непосредственной подстановкой значений констант взаимодействия a, b, e 
в уравнение (4) можно записать 41 простейшее дифференциальное уравнение. При этом функции х и z 
определены равенствами (7). 
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Заметим, что обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка, составленные для на-
боров значений, соответствующих номерам столбцов 1, 3, 5, 9, 11, 14, 18, 19, 21, 23, 26, 28, 30, 32, 37, 
39, 41 из табл. 1, будут обладать свойством Пенлеве. В остальных случаях при интегрировании у реше-
ний появляются подвижные трансцендентные особенности. Проиллюстрируем это на примере.
Пример 1. Для набора значений констант взаимодействия a = –1, b = 0, e = 0 (стб. 19, табл. 1) урав-
нение (4) имеет вид
 y Ax V= −2 .  (9)
Функция x определена равенством (7).
Интегрирование уравнения (9) дает
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где A, B – произвольные постоянные.
Таким образом, при a b c d e f= − = = = − = =1 0 1
2
0, , ,  система (3) имеет общее решение (7), (10), 
где t = τ – τ0, τ0, K, L1, L3, A, B – произвольные постоянные, а величины M1, M2, M3 определены соот-
ношениями (8).
Аналогичным образом находим решение для наборов констант (см. табл. 1) из столбцов 1, 3, 5, 9, 11, 
14, 18, 21, 23, 26, 28, 30, 32, 37, 39, 41.
Для остальных наборов значений констант взаимодействия соответствующие им системы не обла-
дают свойством Пенлеве. 
Пример 2. Для набора значений констант взаимодействия a b e= = = −0 0
1
2
, ,  (стб. 29, табл. 1) 
уравнение (4) примет вид
 y A
z
V= − .  (11)
Функция z определена равенством (7). Пусть α1, α2, α3 − корни полинома z из (7). Тогда, интегрируя 
уравнение (11), находим
y AB t AC t dt AD t Vt E= − + − + − − +6 6 61 2 3ln( ) ln( ) ln( ) ,α α α
где A, B, C, D, E, V – произвольные постоянные. Отсюда следует, что α1, α2, α3 − трансцендентные точки, 
а значит, уравнение (11) не обладает свойством Пенлеве. Следовательно, при a b c d e f= = = = = − =0 1
2
0, ,  
f = 0 система (3) не обладает свойством Пенлеве.
Аналогичным образом находим, что для наборов констант (см. табл. 1) из столбцов 2, 4, 6, 7, 8, 10, 
12, 13, 15, 16, 17, 20, 22, 24, 25, 27, 31, 33, 34, 35, 36, 38, 40 соответствующие им системы не обладают 
свойством Пенлеве.
Таким образом, справедлива теорема.
Теорема. Если c d f= = − =
1
2
0, ,  а константы a, b, e принимают одно из значений табл. 2, то систе-
ма (3) обладает свойством Пенлеве.
Т а б л и ц а  2
Наборы значений констант взаимодействия a, b, e
a –2 0 –2 –1 –3/2 –3/2 –1/2 –1 0 –1 –1/2 –1/2 0 –1/2 –1 –3/2 0
b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e 0 –2 –1 –2 –3/2 –1/2 –3/2 0 –1 –1/2 –1 0 –1/2 –1/2 –1 0 –3/2
Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда фундамен-
тальных исследований (грант № Ф14М-148).
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УДК 519.1
В. Н. КАЛАЧЁВ
К ГИПОТЕЗЕ ХАРТСФИЛДА – РИНГЕЛЯ: 
(1, 2)-ПОЛЯРНЫЕ И (1, 2)-РАЗЛОЖИМЫЕ ГРАФЫ
Определены графы, называемые антимагическими, дано введение в гипотезу Хартсфилда – Рингеля об антимагичности 
связных графов и доказано свойство антимагичности для (1, 2)-полярных и (1, 2)-разложимых графов. Основная идея – обоб-
щение результата Барруса, полученного для расщепляемых и 1-разложимых графов. В статье описан алгоритм нумерации 
ребер (1, 2)-полярных и (1, 2)-разложимых графов, представлено доказательство антимагичности получаемой нумерации, 
а также рассмотрен частный случай, не вписывающийся в общую концепцию.
Ключевые слова: антимагические графы; гипотеза Хартсфилда – Рингеля; декомпозиция графов; алгоритм нумерации 
ребер.
Antimagic graphs are defined, the introduction to the Hartsfield – Ringel hypothesis about the antimagicness of connected graphs is 
given, the property of antimagicness for (1, 2)-polar and (1, 2)-decomposable graphs is proven. The main idea is the generalization of 
the result obtained by Barrus for split and 1-decomposable graphs. In the article the algorithm of edges numeration for (1, 2)-polar and 
(1, 2)-decomposable graphs is described, the prove of the antimagicness of such numeration is given, and also a special case, which is 
an exception from the main result, is considered.
Key words: аntimagic graphs; the Hartsfield – Ringel hypothesis; graph decomposition; edges numeration algorithm.
В 1990 г. американские математики Н. Хартсфилд и Г. Рингель (N. Hartsfield, G. Ringel) ввели поня-
тие антимагической нумерации ребер графа [1]. Графы, для которых такая нумерация возможна, были 
названы антимагическими. Кроме того, в [1] было высказано предположение, что все связные графы 
порядка n ≥ 3  являются антимагическими.
В общем случае эта гипотеза до сих пор не доказана и не опровергнута, хотя существует много 
работ, ей посвященных. Все имеющиеся на сегодня результаты получены путем сужения задачи на не-
которые классы графов.
В частности, в 2008 г. М. Д. Баррус в работе [2] доказал, что расщепляемые графы и 1-разложимые 
графы антимагические.
Цель настоящей работы – обобщить этот результат, перенеся его на более широкие классы графов, 
а именно на (1, 2)-полярные и (1, 2)-разложимые графы. В статье описан алгоритм нумерации ребер та-
ких графов, представлено доказательство антимагичности получаемой нумерации, а также рассмотрен 
частный случай, не вписывающийся в общую концепцию.
Предварительные сведения
Пусть G = (V, E) – (n, m)-граф, а ϕ :E m→{ }1, 2, ...,  – некоторая инъективная функция. Определим 
на V функцию f, положив для ∀ ∈ =∑v vV f ee( ) ( ),ϕ  где e пробегает множество ребер, инцидентных v. 
Если такая f также оказывается инъективной, то функция ϕ называется антимагической нумерацией, а 
граф G, для которого существует такая ϕ, называется антимагическим. Очевидно, что не все нумера-
ции антимагического графа являются антимагическими.
Граф G называется (1, 2)-полярным, если существует такое разбиение V A B =  , что порожденный 
подграф G(A) является полным, а G(B) – дизъюнктным объединением клик порядка не более 2.
Граф G называется (1, 2)-разложимым, или разложимым на уровне (1, 2), если существует такое 
разбиение множества его вершин V A B C = ,   что G является дизъюнктным объединением полного 
графа G(A), дизъюнктного объединения клик порядка не более 2 G(B), некоторого произвольного графа 
G(C) и множества ребер ac a A c C: , ∈ ∈{ }.
И в том и в другом случае будем называть подграф G(A) верхней долей, а подграф G(B) – нижней 
долей графа G.
Далее доказывается наличие антимагической нумерации у (1, 2)-полярных и (1, 2)-разложимых 
графов.
